ESERCIZIO 4

(a] 51 deseriva 'algoritmo di Prim, se ne valuti la complessita computazionale e se ne dimostri la correttezza.

(b) Sia G = (V, E) un grafo non orientato connesso con funzione peso w: £ — M e sia Epy 'insieme degli archi di un
suo albero di copertura minimo. 51 supponga inoltre che ¢ contenga esattamente tre archi distinti ey, ea ed ey
aventi peso 0. Ovviamente vale 0 < |Eyy M {eq,e2,e3}H < 3.

Per ciascun valore di k= 0,1,2,3, =1 determini una proprieta Py di (G, eq, ez, e3) tale che

|Eave N{erea.eal =k +—  Pil(G.eq.e2,e3) = true.
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ESERCIZIO 2

Detfinizione Dato un grato non orientato (¢ = (V| E') con funzione peso w : E — K e dato un sottoinsieme [7 di V7,
il sottografo di (G, w) INDOTTO DA U7 @ 1l grafo pesato ottenuto rimuovendo da & tutti 1 nodl non appartenenti a [7 e
tutti gh archi che toccano qualche nodo non appartenente a U7,

S1a quindi & = (V| E') un grafo connesso non orientato con funzione peso w: E — E.
Per ciascuna delle seguentl asserzioni, stabilire se & necessariamente vera oppure no, motivando adeguatamente le
risposte.

(A) Sia T = (V,T') un albero ricoprente minimo di (&, w) e sla ¢ € T un suo arco. Rinmovendo e da T s1 formano
due alber1 7} e 7o insistenti rispettivamente sugli insiemi di nodi 17 e V5. Allora,

¢ ¢ & un arco di peso minimo che attraversa il tagho (17, V2] di &
¢ 7; e un albero ricoprente minimo del sottografo di (&, w) indotto da Vj, per i = 1, 2.
% Sia (17, Va) un tagho di 7, sla ¢ un arco di peso minimo che attraversa il taghio (V1.V2), e sia T; = (1, T;) un

albero ricoprente minimo del sottografo di (G, w) indotto da Vj, per i = 1,2. Allora, il grafo (V. T3 UTs U {e}) &
po un albero ricoprente minimo di (&, w).
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Dato un grafo ¢ = (V, E') non orientato e connesso, con funzione peso w : E — [, =i consideri la seguente procedura
T1COTEIVA

procedure Quick_Something(V, E)
if |[V| <1 then
return (I
else
- sla (V1, V2) un taglio di (V, E) tale che 1 sottografi (V3. Eq) e (Va, Eg) risultine connessi, dove
- E := insieme degli archi in E' 1 cul estremi sono in 17,
- F5 := insieme degli archi in E' 1 cul estremi sono in 15,
- 8la & un arco di peso minimo (rispetto alla funzione peso w) che attraversa il tagho (17, Va);
Ey = Quick_Something]
Es = Quick_Something( V2, £1);

endif
end Quick_SErmethrie;

(a) S1 dimostri che la procedura Quick_Something(V, E'} calcola un albero T di copertura di (V) E).

(b) T & necessariamente un minimo albero di copertura per (V, E) 7
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EXERCISE 3

Let & = (V. E) be an undirected connected graph and let w : E' — R be a weight function over G. Also, let ¢ € £
he an edge of (.

Describe an algorithm to establish whether e 1s contained in some MST of (G, w) and evaluate its computational
complexaty.



ESERCIZIO 2

Sia G = (V, E') un grafo non orientato connesso e con funzione peso w : E' — R, e slano

(ug.v1), (w2.v2), ..oy (g, o) (%)

tutti e soli gh archi di & di peso minimo.

S1 enunci e s1 dimostrl una proprieta necessaria e sufficiente affinché esista un minimum spanning tree di & che
contenga tuttl gl archi (¥). Quindi si proponga un algoritmo per verificare tale proprieta e se ne valuti la complessita
computazionale.



ESERCIZIO 3

Siano T1 e T3 due MST distintl di un dato grafo non-orientato connesso e pesato (&, w). 51 verifichi che:

(a) Eé%;ll wie) = E?éiﬂr_:; w(e'), ” [b\,l;\r’) e v\{'(ul P
(h) max w(e) = max w(e') . ~L /
ecTy e'eTy 1\/ T-’l
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ESERCIZIO 3

51 etichettino 1 seguenti punti del pianc

ABCDEF:GFHJI G cvods

(1.3), (2,1}, (2,6). (1,6). (6,6). (3.4), (3.6), (5.2), (5,7) ,
13 ardu
con le lettere da A ad I, rispettivamente.

Prendendo come pesi le distanze tra gl estremi degli archi (distanza euclidea), si consideri il grafo pesato (G, w)
avente 1 seguenti archi

(4, B), (4,C). (C.G), (F.G), (B.F), (B,E), (B,H), (B.D), (D.H). (E.I). (G.I), (E.F). (E.H).

(a) S1 illustn 1'esecuzione degli algoritmi di Kruskal e di Prim sul grafo pesato (G, w), imponendo tra gh archi
lordinamento lessicografico nel casi di parita tra 1 pesi (quindi, ad esempio, l'arco (A,C') precede (B, F) che,
a sua volta, precede (B, H)).
In particolare, per quanto riguarda 'algoritmo di Prim, lo 21 esegua a partire dal nodo A.

Nota: per semplificare 1 calcoll, s1 utilizzino 1 quadrati delle distanze al posto delle distanze stesse.

(h) 51 spieghi brevemente, ma in maniera rigorosa, perche pur utilizzando 1 quadrati delle distanze s1 ottengono MST
validi per 1l grafo originale (G, w), con le distanze enclidee.
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ESERCIZIO 4

Sia dato un grafo connesso non orientato G = (V, E) con funzione peso w : E — B, Sia inoltre F' un sottolnsieme
acicheo di E. Un F-spanning tree di ' € uno spanning tree di &' il el insieme di archi contiene F

51 descriva un algoritmo ethelente (valutandone la complessita e dimostrandone la correttezza) che caleoli un
minimo F-spanning tree di &



ESERCIZIO 2 (Alberi ricoprenti minimi)

(a)

|fhj|

(c)

Si1 deseriva 'algoritmo di Kruskal e lo si applichi al grafo a
lato.

C1 sono altrl alberi ricoprenti minimi?

Sia & = (V. E) un grafo non orientato, pesato e connesso,
e sla w : E — I una funzione peso per . 51 supponga che
G contenga esattamente 7 archl di peso unitario e nessun
arco di peso strettamente inferiore ad 1. Quanti archi di
peso unitario dovri necessariamente contenere un albero
ricoprente minimo per &7 Perché?




ESERCIZIO 4  (Minimum spanning trees)

(a) Si deseriva lalgoritmo di Kruskal (anche mediante il suo
pseudo-codice) e lo s1 applichi al grato a lato.

(b) Si descrivano 1 cosiddett] “passi blu” e “passi rossi” negli
algoritmi per 1l caleolo del minemum spanning free nei
grafi non-orientati, connessi e pesatli.  Quindil 21 enunci
I"invariante del colore e lo s1 dimostrl limitatamente ail passi

rossl,




